Revista Mexicana de Fisica

REVISTA
MEXICANA DE ISSN: 0035-001X
FISICA rmf@ciencias.unam.mx
Sociedad Mexicana de Fisica A.C.
México

Lépez-Lambrafio, A.; Carrillo-Yee, E.; Fuentes, C.; Lépez-Ramos, A.; Lopez-Lambrafio,
M.
Una revision de los métodos para estimar el exponente de Hurst y la dimension fractal en
series de precipitacion y temperatura
Revista Mexicana de Fisica, vol. 63, nim. 3, mayo-junio, 2017, pp. 244-267
Sociedad Mexicana de Fisica A.C.
Distrito Federal, México

Disponible en: http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=57050507007

Como citar el articulo &\ ' /" 9

Numero completo Sistema de Informacién Cientifica

Red de Revistas Cientificas de América Latina, el Caribe, Espafa y Portugal
Pagina de la revista en redalyc.org Proyecto académico sin fines de lucro, desarrollado bajo la iniciativa de acceso abierto

Mas informacioén del articulo


http://www.redalyc.org/revista.oa?id=570
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=570
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=57050507007
http://www.redalyc.org/comocitar.oa?id=57050507007
http://www.redalyc.org/fasciculo.oa?id=570&numero=50507
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=57050507007
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=570
http://www.redalyc.org

REVIEW Revista Mexicana deigica63 (2017) 244—-267 MAY-JUNE 2017

Una revision de los metodos para estimar el exponente de Hurst y la dimensn
fractal en series de precipitacbn y temperatura

A. Lopez-Lambrao®**, E. Carrillo-Ye¢, C. Fuentel A. Lopez-Ramd§ M. Lopez-Lambréo®
“Facultad de Ingeniéa, Arquitectura y DisBo, Universidad A@inoma de Baja California,
Unidad Ensenada, Km. 103 Carretera Tijuana - Ensenada, Ensenada, Baja California.
*HIDRUS S.A. de C.V. Quétaro, Mexico.
“Instituto Mexicano de Tecnolagdel Agua,
Paseo Cuauhnahuac 8532, Progreso, 62550 Jiutepec, Morekasciv
?Escuela de Ingenigas y Arquitectura, Facultad de IngeniarCivil,
Universidad Pontificia Bolivariana-Seccional Monity
Cra 6 No 97A-99, Montéa, Cordoba, Colombia
¢Universidad del Norte,
Km.5 Ma Puerto Colombia, Barranquilla, Colombia.
*Correspondiente al autor: Facultad de IngerigrArquitectura y DisBo,
Universidad Aubnoma de Baja California. Km. 103 carretera Tijuana-Ensenada,
22860, Ensenada, Baja California,éico.
Tel.: +52 14421 946 654
e-mail: altoti@gmail.com

Received 7 February 2017; accepted 2 March 2017

Este artculo presenta una revisi del estado del arte de lo€tdos fundamentados en la georgefractal que han sido utilizados para esti-

mar la dimengin fractal y/o el exponente de Hurstj aemo un aalisis de sus pametros de entrada, ventajas y desventajas. Posteriormente

se presenta una seonide aplicaciones, en donde se realin compilado de los resultados de investigaciones que aplicaretosias ante-

riores para analizar la estructura de series de precipitgdemperatura en diversas regiones del planeta. Adese analiza la reldri entre

los resultados de las investigaciones consultadas y las casticts clim@ticas de la re@in correspondiente; encontrando que el exponente

de Hurst de precipitadh y temperatura permite caracterizar la precipitagromedio anual y temperatura promedio anual. Finalmente, se
presenta un mapa global de la localizacde las investigaciones realizadas donde pueden apreciarse las mayores concentraciones de este
tipo de investigadn en Europa y Medio Oriente. Las series de precigtagitemperatura con comportamiento antipersistente se concentran
cerca del Ecuador. Sin embarganese requiere desarrollar investigaciones en diversas regiones del mundo para lograr obtenerénformaci
suficiente que permitan realizar inferencias de la estructura de series de préoipiternperatura.

Descriptores: Series de tiempo; precipitdsi; temperatura; cambio cliético; geometa fractal.

This paper presents a review of the state of the art of methods with fractal geometry foundation that have been used to estimate the fractal
dimension and/or Hurst exponent; as well as an analysis of their parameters, advantages and disadvantages. Subsequently an applications
section is presented, where a results compilation of researches using these methods to analyze rainfall and temperature series’ structure
across the world is shown. Furthermore, a relationship analysis between the consulted researches results and climatic characteristics of the
corresponding region is performed; showing that rainfall and temperature/seHesst exponent values can characterize average annual

rainfall and average annual temperature. Finally, a global map displaying the location of the conducted researches is presented, where
the higher concentration corresponds to Europe and Middle East. Rainfall and temperature series that display antipersistent behavior are
registered near the equator line. However, a lot of research is needed in other regions of the world in order to obtain enough information to
make inferences about rainfall and temperature series’ structure.

Keywords: Time series; rainfall; temperature; climatic change; fractal geometry
PACS: 92.40.Ea; 92.60.Ry; 92.60.Wc

1. Introduccion La precipitacbn es una variable aleatoria que evoluciona
en el tiempo y en el espacio [1-6], por lo tanto puede ser ana-

El ciclo hidrologico es la base fundamental de la hidrééog  |izada de manera espacial y/o temporal utilizando estudios de

debido a que estudia la distriboai del agua en la superficie series temporales, el cual consiste en dlliais de la preci-

terrestre. Para efectosguticos, el componente denominado pitacion para lograr comprender la evolémigue presenta en

precipitacon se constituye como la variable de entrada a dig| tiempo [7]; para lo cual se han aplicadétmdos estasti-

cho ciclo debido a la facilidad de poder registrar su magnitudgos y nétodos fundamentados en la georiefractal. Los

ad como la relevancia que posee en la evaldiaciel cambio  matodos estdasticos permiten realizar predicciones y obte-
climatico.



UNA REVISION DE LOS METODOS PARA ESTIMAR EL EXPONENTE DE HURST Y LA DIMEN®IN FRACTAL. .. 245

ner la reladdn existente con otras variables ciititas, tales una reladdn entre la temperatura del aire y la dimémsfrac-
como temperatura y prési atmosérica [8-10]; sin embargo, tal estimada [73]. De acuerdo a lo anterior, la tadractal
presentan la desventaja que una variable aleatoria, en este pa&rmite describir la estructura de las series, por lo quei@odr
so la precipitadn, no puede ser analizada a diferentes escadtilizarse la tedia multifractal para completar la descripai

las [11,12]; por lo tanto, se han aplicado los fundamentos dde series temporales de precipitaty temperatura [74-96].

la teoiia fractal para el alisis de las series de precipitania A continuacon se presenta una revisi de la literatura
miltiples escalas y dimensiones [6,13-22]. Latafractal se  gnfocada a series de precipitatiy temperatura, en donde
basa en el concepto de fractal definido por Mandelbrot [23]ge consideran dos secciones principales, uiriceey otra de

el cual establece que los fractales son objetos que poseen Usicaciones. La sedm teédrica comprende la descrifgei de
apariencia similar cuando se observan en diferentes escalgg gtodos fractales que han sido utilizados para élian

y que poseen detalles que no pueden ser estudiados pordg de la estructura y comportamiento persistente o antiper-
geometra Euclidiana. El estudio de los fractalestesaracte-  gjstente en series de precipitatiy temperatura en distintas
rizado por la prevalencia de variables aleatorias tales como Fégiones del planeta, iasomo la fundamentash tebrica de
precipitacon [16,24] y, la determina6h de sus caractisti- o5 mismos. La secon de aplicaciones, @stonstituida por
cas de autosimilitud y fluctuaciones espacio-temporales &g compilacon de resultados obtenidos para valores del ex-

mltiples escalas; para lo cual se han utilizado diversas Mesonente de Hurst y dimertsi fractal estimados en las inves-
todologas, entre las cuales se encuentranéouo de rango  tigaciones consultadas.

rescalado (R/S) [24-26], conteo de caja [13,27§l&is mul-
tifractal de fluctuadn sin tendencia (MF-DFA) [28], &todo
de Wavelet [29], espectro de potencia [30ktodo de Hi-
guchi [31], ardlisis de fluctuadn sin tendencia (DFA) [32],
fractal-multifractal [11], Hurst-Kolmogorov [33], flujo inte-
grado fraccional (FIF) [34], superficie fractal Browniana [35] dos, ventajas y desventajast ammo los resultados obtenidos

y dimensén de correladin (D2) [36]. Debido a la aplicagn en d,iversas condiciones cla’r’dcas

de los netodos anteriores, se ha determinado que la precipita- '

cibn posee caractisticas fractales [21,37-44]; sin embargo,

la distribucbn de las gotas de la misma en el espacio no poseg  Teoria de métodos fractales

esta caractéstica dentro del cuerpo nuboso [45-50]. Taérbi

se ha encontrado que el comportamiento fractal de la pregandelbrot [97] descrilfi un fractal como un conjunto para
cipitacion, tiene reladn con las caractesticas fisiogaficas | cyal su dimengéin de Hausdorff es mayor a su dimesi

del entorno, debido a que la precipi@tiobservada en zonas topolbgica. A$ mismo defind la dimensbn fractal como un
con mayor altitud,.presenta unat.endenciza'antipersi.stel?ette Myalor no entero, que permite describir la geonaefractal,
fuerte que las registradas en altitudes bajas [29]m88MO, 44 como la heterogeneidad de figuras irregulares; permitien-
se establed que la alta frecuencia de ceros en ell&@is de  §o capturar la informadn perdida al utilizar representacio-
series de tiempo es un factor importante a considerar, debjjes de geomé tradicional. La dimenéh fractal se relacio-

do a que puede influenciar la estintatide los pAMetros  na con el exponente de Hurst, mediante la siguiente eaiaci
fractales y multifractales de la precipitani[34,51,52]. desarrollada por Voss [98]:

Es importante resaltar, que las investigaciones que han
utilizado netodos fractales para el estudio de series de preci-
pitacion y temperatura a partir del exponente de Hursty de la
dimensén fractal han sido muy numerosas, de manera que el
objetivo de este documento es compilar Icstodos emplea-

Ademas de la precipitabn, la temperatura se ha toma- 2H+1=5-2D Q)
do como pammetro de referencia en el estudio del cambio
climatico, justificado como una consecuencia del efecto in- Despejando la ecuaim anterior se obtiene una relaoi
vernadero que provoca la endiside gases; rén por la cual  directa entre la dimensn fractal () y el exponente de Hurst
es una variable ampliamente estudiada [53-62]. Al igual quéf), por lo tanto:
la precipitacdbn, la temperatura es una variable que no pre-
senta un comportamiento lineal en el tiempo ni en el espa-
cio [63], Y _tz_;\mben en la Qetermmann_qle caractesticas DondeD es la dimendin fractal yH es el exponente de
de autosimilitud y fluctuaciones, se utilizan los fundamen-Hurst
tos de la geomei fractal [24,64,65]. Las investigaciones '
desarrolladas al respecto revelan que la temperatura mues- A continuacon se presenta una descriptide las me-
tra comportamiento no estacionario para periodos de Corfgpdo!ogas' nés utilizadas en el afisis fractal de series de
plazo que es posible expresar en figmctle una ley de po- Precipitacony temperatura.
tencia [66-67] y puede cuantificarse con la fumcte auto-
correlacon [68,69]; aderas, a mayor distancia del Ecuador 2.1. Rango Rescalado de Hurst (R/S)
se encuentre la zona de estudio, menadi serexponente de
correlacon [70]. A4 mismo la memoria de las series de tem-Este nétodo fue desarrollado por Hurst [25,26], y permite
peratura disminuye en furém de la altitud [71,72], y existe obtener el valor del exponente de Hurst mediante el cociente

D=2-H @)
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entre la suma de rangos parciales de las desviaciones de 2. Conteo de caja

medias de una serie de tiempo y la desvin@sandar.

) - . Es uno de los i@todos nas utilizados, el cual consiste en ge-
El exponente de Hurst permite clasificar la serie de acuer-

. . nerar una cobertura del sistema y medir la densidad de dicha

do a la correladén a largo plazo de sus incrementos. De
; . cobertura [27].
acuerdo a Karner [99], al estudiar la dependencia a largo pla- : L ) . o
20 se deben tener en cuenta las siguientes consideraciones: Al cubrir una séal binaria, con cajas de tafimdefinido
a) Al analizar series de tiempo cortas, la corrdlaci corto 9> S€ procede a determinar la dimemsiractal, considerando
plazo se considera importante y b) Es necesario detectar # NUmero de cajas que se requieren para cubrir fialses
trayectoria de int@s antes de realizar cualquie@isis. decir, se coloca una malla de cuadros de faomasobre la
sdial, este proceso se puede repetir para diversosizsrie
caja; posteriormente se grafica éhmero de cajas con datos,
Hontra el tamao de cajasd) de forma log-log. Si la gfi-
E(% se comporta de manera lineal, la pendiente de la curva se
aciona con la dimena@n fractal [101].

Debido a su sencillez, el @odo de rango rescalado ha
sido utilizado de manera satisfactoria al momento de analiz
las propiedades escalares de tiempo, éstiads y el compor-
tamiento antipersistente, persistente y aleatorio para series
precipitacon, temperatura, nivel del mar, manchas solares,

entre otras [100]. De acuerdo a Hurst [25,26] étatlo con- Siguiendo a Falconer [102] y a Bresliny Belward [27], el
siste en los siguientes pasos: método se puede aplicar a conjuntos en cualquier dirbensi

_ ) _ por ejemplo, ha sido utilizado para el&isis de imhgenes
Los datos de entrada son obtenidos de la diferencia entig, e jnyolucran desde agrupamientos menores hasta galaxias.

registros de dos puntos consecutivos: Una curva fractal es aquella que posee detalle infinito debido
a su autosimilitud, incrementando su resabucde acuerdo
a la exactitud del ®todo de mediéin. La dimengin fractal
determina el incremento de resologiy por lo tanto la longi-
tud de la misma. Para un fractal, la longitidcomo funcén
de la resoludn de la medida es dada por:

II=1—1Ii 3)

dondel; es el registro para el tiempoEl promedio de dife-
rencias en un periodo est dado por:

1, =Ly @) L(5)as~P ©)
T i=1

dondeD es un exponente conocido como la diméndrac-
Si X (i, 7) es la diferencia entrg y (I'),, definida como: tal. En el nétodo de conteo de caja, se determina la médici
de L(0) para ury variable, a partir del conteo delimero de

i cajas que no se sobreponen de meequerido para cubrir
X(i,7) =Y I, —(I')] (5)  la curva mencionada anteriormente. Estas mediciones se ba-
u=1 san en la Ec. (9) para obtener un estimado de la diraensi

. . L fractal, la cual se conoce como dimensde caja.
Finalmente, la variabl® y la desviaddn eséndarS esén )

dadas por: Una dimengin fractz_il, pue_de ser asigngda a un conjun-
to de datos de una serie de tiempo al graficarlos como fun-
R(r) = max X (i,7) — min X (i, 7) (6)  cion del tiempo y calcular la dimerisi de caja. La Ec. (9)
I<isr lsi<r tendia un rango finito de tanfi@s de caja. Las cajasa® pe-
. 1/2 queias tendiin un ancho de ventana dedonder es la reso-
S(r) = 1 Zm —({I",]? ) lucion en el tiempo y una altur@, dondex es la resolud@n
T4 de los datos.

De donde se obtiene, para cada valor de escalavalor 5 3 apgjisis Multifractal de fluctuacién sin tendencia
de R/S que obedece a una ley de potencia. Aplicando loga- (MF-DFA)
ritmos a ambosé&rminos de la igualdad, se obtiene el valor

de /1 igual al valor de la pendiente: El método se basa en la identificanide los momentos de

g-€simo orden que dependen de la longitud de fiakeon la

generalizadin deq = 2. Posteriormente se obtiene un pro-
edio de todos los segmentos para determinar la donde
uctuacbn, el comportamiento escalar de la fumtise ob-

log(R/S) = H log() (8)

dondeH es el exponente de Hurst. Este generalmente tom
valores entre 0 y 1. Este alisis es robusto debido a que el |, . . :
comportamiento eatinfluenciado solamente por la persisten-tIene medlant_e gficos log-log y finaimente se establece una
ciaalargo plazo, detecta ciclos no jielicos &iun cuando es- ley en potencia, dondg(2) = H (28]

tos tengan longitud mayor o igual al periodo de muestreo en Sedin Gbmez y Poveda [103] es posible identificar di-
estudio y ader&s es un ratodo sensible para detectar corre-versosdrdenes de MF-DFA, los cuales se caracterizan por la
laciones a largo plazo en procesos aleatorios. forma en la cual se remueven las tendencias de los datos. En

Rev. Mex. Fis63(2017) 244-267
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el orden nas bajo (MF-DFAL) se determina, para cada segsin tendencia (DFA) de diferente orden, difieren en su capa-
mento, el mejor ajuste lineal del perfil, y se identifican lascidad de eliminar tendencias en la serie.
fluctuaciones por medio de la varianza del perfil respecto a Paso 4.- Se promedia sobre todos los segmentos para ob-
la linea recta. De esta forma, se elimina la posible influencigener la funabn de fluctuadin o fluctuacdbn media dej-€si-
de tendencias lineales a escalas mayores a la del segmentwo orden, definida como:
Es importante mencionar que al eliminar las tendencias del 2N, 1/q
perfil, tambén se estn eliminando en los datos. Fy(S) = {1 Z[Fz(s v)]q/Q} (13)

El método permite generar una caracteridacmulti- 1 2Ng ’
fractal de una serie de tiempo multifractal no estacionaria, . -
adenas permite determinar correlaciones de largo alcance Donde, _generalmente, la variable thelice g puede_z_to-
contenidas en series temporales aparentemente no estacioﬁ%ﬁr cualqm_er valo,r real excepto cero. Para 2, se utiliza
rias, enfoandose en eliminar las tendencias que se pueda% procedimiento eandar del DFA.

presentar en la §al analizada y que no ést relacionadas funggﬁo di"ﬂﬁ;l?:gr:nggzliggﬁggnFl)gsrtzgpi'ceonstﬂoesgrilg:)de la
con sus propiedades de correfac[1]. g

De acuerdo a Movahegt al[28] en el aflisis multifrac- IoegggglnOord?%ézéﬁgnéﬁieegg?oﬁzgixﬁl3rng%esI dlg S(?tneencia
tal de fluctuaciones sin tendencia (MF-DFA), se supone qug par; p yaep '

x), €S una serie de longitudl y que esta serie no posee valo- entonces se tiene que:
res de cero en un conjunto cerrado, es degir= 0 para una Fy(s) = s"@ (14)
insignificante frac@n de valores. A continuan, se presen-
ta el desarrollo de la metodoltzga seguir en el dlisis de
una serie de tiempo:

Paso 1.- Se determina el perfil;

v=1

En general, el exponentgq) puede depender de Pa-
ra series de tiempo estacionarias tales como fGn (Ruido
Gaussiano fraccionario); (i) de la Ec. (10) sér una s@al
fBm (movimiento Browniano fraccionario), por lo qué,<
i h(g=2) < 1. El exponenté:(2) es icentico al conocido ex-
Y(i)=> [zx— ()], i=1,...,N. (10) ponente de Hurst [104].
k=1 Por tal motivo se propone estettodo al considerar in-
vestigaciones que estiman la dimémsfractal de series de

La sustracdn de la medigx) no es obligatoria ya que precipitacon y temperatura.

sei@ eliminada en el dlisis de tendencia que se desarrolla en
el paso 3.

Paso 2.- Se divide el perfif (i) en Ny = int(/V/s) seg-
mentos que no se sobrepongan de igual longifye que la  Es un nétodo que describe la variaci de potencia de una
longitud N de la serie no es usualmente ufbltiplo de la es-  seial respecto a la frecuencia [105]. Usualmente los fractales
cala de tiempa considerada, una pedtee parte al final del con autoafinidad son analizados coatotos espectrales.
perfil puede ser residual. Para eliminar la parte residual de
la serie, se realiza el mismo procedimiento anterior, comern2.4.1. Espectro de potencia de Wavelet

zando desde el extremo opuesto de la serie; por lo tanto se,
obtiener2 N, segmentos. Método desarrollado por Grossmann y Morlet [108], el cual

Paso 3.- Se calcula la tendencia local para cada uno dif @cuerdo aMalamudy Turcotte [69], brinda infornsaaie
los 2V, segmentos por medio de un ajuste deimos cua- la dependencia espacio-temporal de una serie de tiempo, po-

drados aplicados a la serie. Posteriormente se determina §§€ Una base fractal y usualmente se aplica a series de tiempo

varianza de la siguiente manera: no perbdicas.
De acuerdo a Torrence y Compo [148] la transformada

) 18 _ s Wavelet permite descomponer una serie de tiempo en el do-
Fo(s,v) = s Z{Y[(V — s+ —yu(i)} (1) minio tiempo-frecuencia, y por lo tanto es posible determinar

2.4. Espectro de Potencia

i=1 los modos dominantes de variablidad, o varan tales
Para cada segmentov = 1,..., N, y: modos con el tiempo. La funn de tal trasnformada se defi-
ne mediante:

1< . ‘ oo
F2(5,y)£;;{Y[Nf(VfNS)erz]—yl,(Z)}? (12) W) = /f(u)wu(u)du, para A>0  (15)

Parav = Ns + 1,...,2N,. En este puntg, (i) es el po-
linomio de ajuste en el segmentoEn el procedimiento de
ajuste tamtén se pueden emplear polinomios lineales, cua
dréaticos, €ibicos o de mayor orden. Dado que la elimiaaci
de tendencia de la serie de tiempo se realiza por la sugiracci ) )
del polinomio de ajuste al perfil; los alisis de fluctuaciones / [ Yxe(w) [ du = / |he 7 dt,

donde) es el paametro de escala (dilataci), ¢ es el paame-
tro de localizaddn (trasladbn) y+(¢) es la Wavelet madre. Se
escoge la constante de normalifaci /v/)\, de tal manera

Rev. Mex. Fis63(2017) 244-267
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para todas las escalas. En este caso se toma la Wavelet madesnormaliza con un factérvalor de expectadno? /N, don-

de Morlet, definida mediante, () = n—1/4eiwone=n"/2.  deos? corresponde a la varianzay es el riimero de puntos

Siguiendo a Torrence y Compo [148], la transformada Wavesde la serie temporal [148].

let continua de una secuencia discreXa,, se define como Por otra parte, los fractales con autoafinidad generalmen-

la convolucon deX,, con una verdin de la funddn Wavelet te son analizados usandechicas de espectro. La variagi

1o(n) escalada en el espacio y transladada en el tiempo:  del espectro de potencia con frecuentisigue la ley de po-
tenciaf—?, permitiendo obtener una relaci entre el expo-

(n' — n)ét] nente espectral y la dimensbn fractalD [30], de tal forma

5 (16) que se llega a la relami:

N-1
Wals) = > Xpth* [
n’=0

o . ) ] B=2H+1=5-2D (29)
donde ) indica la complejidad conjugada. Variando la es- . ) o
cala Wavelet y trasldhdola a lo largo de ufndicen de la €l €xponentes de la ecuadin anterior, puede ser un indica-
serie temporal, se puede construir una imagen de la amplfivo de la ausencia de una escala de tiempo caiatiter en
tud o cualquier otra variable que muestfero cambiésta € rango de la ley de potencias y por lo tanto se puede asu-
frente a la escala de tiempo. mir la presencia de un comportamiento multifractal [89,103].

Asi mismo, el exponentg seia mayor a 1 si la serie presenta
persistencia fuerte y no es estacionaria; para valores entre 0
y 1 indica@& una serie estacionaria con persistenélaildun

Debido a que la funén Wavelet escalada en el espa-
cio y transladado en el tiempo en general es una funci
compleja, la transformadd’,, (s) tambén es compleja. En- ) N . ) o
tonces la transformada puede ser divivida en una parte reé{“'or igual a 0, significax una serie estacionaria sin correla-
®{W,(s)}, y una parte imaginaria{¥,,(s)}, con amplitud cion; y un valor menor a 0, implicaruna serie estacionaria
(W, (s)], y fase tan™ ' [3{W,(s)}/R{Wa(s)}]. Finalmente ~ antipersistente [69]. , ,
se define el espectro de Wavelet cofiig, (s)|2. La dimensbn fractal se obtiene de la pendiente del espec-

Sedin Velasquezet al [29], si la serie de tiempo posee tro [106], y se estable que:

autoafinidad, la varianza de D= 5-0 (20)
2
7 dondeD denota la dimenén fractal estimada a partir del es-
W(At) = / fu)r(u)du, pectro de potencia.
—o0 Sedin Sivakumar [107] y, Gmez y Poveda [103], para

un proceso aleatorio, el espectro de potencia oscila aleato-
riamente alrededor de un valor constante, indicando que una
frecuencia no explica &s de la varianza de la secuencia que
otra. Para secuencias gaticas o casi pebdicas, solo exis-

ten picos a ciertas frecuencias, el ruido medido le agrega un
piso continuo al espectro. De esta manera, en el espectro, la
seial y el ruido sondcilmente diferenciados. Bales cati-

cas pueden teneineas espectrales muy notorias, pero siem-

5%1 si —1<6<1(FGN) pre en la ausencia de ruido ellas@eparte continua del es-
Hy (18)  pectro [107].

=L si 1<6 < 3(FBM)

sei afectada por un pametro de escala de manera asiint
ca:

V() = (W2 — (W)2 x A (17)

El exponentd se encuentraentre -1y 3,1 <4 < 3;de
tal manera que el exponente de Hurst quadkfinido como:

2.5. Analisis de fluctuaciones sin tendencia (DFA)

donde FGN es un ruido Gaussiano fractal, mientras que FBM i} ) )
es un movimiento Browniano fraccionario. Es un neétodo introducido por Pergf al[104]. De acuerdo a

Yuval y Broday [32], el DFA permite detectar correlaciones
de largo alcance contenidas en series temporales aparente-
mente no estacionarias;iasismo, el nétodo a partir de un

Por analo@a con el aalisis de Fourier, se puede definir el a_rr’alisis de invariancia de escala es capaz de eliminar tenden-

espectro de potencia Wavelet como el cuadrado de la tran§ias de diferentesrdenes que se puedan presentar erfialse
formada Wavelet. Si la fungh fuese compleja, su espectro analizada y que no &8t relacionadas con sus propiedades de

de potencia Wavelet serel cuadrado de la parte real de la correlacon [109]. _
transformada Wavelet. Siguiendo a Yuval y Broday [32], un conjunto de dagps

Ww:gs integrado de la siguiente forma:

2.4.2. Espectro de potencia de Fourier

La frecuencia expresada en Fourier y la escala de la
velet no son cantidades ipcocas, por lo tanto es necesario i
realizar un re-escalamiento con un factor que depéniketa Z y; para i=1,...,N (21)
Wavelet madre, para la Wavelet de Morlet esta conbares J=1
dada porirs/(wo + /2 + wi). Para comparar espectros de A continuacon la serie integrada se divide en segmentos
Wavelet de siales distintas, el espectro de potencia Waveletjue no se sobrepongan de igual longitady un polinomio
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de ajusteX se utiliza para cada segmento. La fluctbacsin La grafica de fundn fractal f, y con dimensin fractal
tendencia en cada segmento es dada por: entrel < D < 2, se obtiene mediante el procedimiento co-
1 nocido como juego del caos [110].
F(m) (22)

m X .)2
mo (X = X;) 2.7. Dinamica de Hurst-Kolmogorov
Posteriormente para series de tiempo con autoafinidad, la
fluctuacbn media de los segmentos &sélacionada con su El método se basa en un proceso edstico, caracterizado
escala de longitud mediante la siguiente ley de potencia: por propiedades invariantes de la distritiunie probabilidad
_ - multifractal [33]. Este modelo disgrega un ruido fraccional
F(m) ~m (23)  Gaussiano mediante un proceso de cascada aditidicdi el
donde H se puede encontrar mediante una regresie cual es posteriorm_ente t_ransformado dg manera exponen_cial
log(F(m)) contralog(m) usando un amero de divisiones para obtener la serie de tle_mpo. I%sta serie de tiempo obtenida,
con longitud de segmenta. se supone que termuna distribu@n log-normal [50,111].
De acuerdo a Koutsoyianng al [33] Si Z es una varia-
2.6. Modelo Fractal-Multifractal ble aleatoria de intés, y se asume que addefinida en un
espacio bidimensional (2D) denotado por variables continuas
De acuerdo a Huai-Hsieet al [11] el método fractal- (x,y) o discretasi( j) que definen un espacio del campo es-
multifractal utiliza funciones de interpolasi fractal para tocasticoZ (z,y) 0 Z; ;, éstas se pueden relacionar mediante:
transformar medidas multifractales a proyecciones derivadas,

con el objetivo de representar la complejidad de patrones na- ) A jA
turales nés alk de las caractesticas estadticas. A partir de Zij =5 / / Z(x,y)dzdy (31)
los paémetrosa,,, ¢y, d,, €., f» genera de manera deter- o A 7

s . : (i-DA(G-HAa
ministica una serie de patrones aparentemente aleatorios, en

una o nas dimensiones, preservando las caréstieas del  gondeA se expresa como un intervalo fijo que representa una

conjunto de datos. unidad de escala, utilizada en la convéensile representan
La graficaG’ = {z, f(z)|lz € [0,1]|} de la funcdn de  continua a discreta de la variable de igter
interpolacon fractalf : + — y que pasa polN + 1 puntos Debido a su simplicidad, se asume que el cafipes
ordenados a lo largo de, {(2n,yn)|zo < ... < Tn,n =  estacionario e isobpico, denotando su media como =
0,1,...,N} se'deflne como un atractor deterinsiico (inico E[Z;;), su autocovarianza coma.; = Cov[Zi;, Zisrii] Y
de N mapas afinedV,, [110]: su correladn comopy,; = Corr(Zi;, Zitkj+1] = Vi,1/Yos
x a, 0 x en dondey, es la varianza. Ade&s, se define el proceso prome-
Wn ( y ) = < e, dy ) < y > + < fn > ) dio a escala espacial con un entéte< 1, 2, . . .) miltiplo de
A, de manera que:
n=1,...,N (24)
ik Jk
donde los pametros de escala verticalel, satisfacen Zij(k) — i? Z Z Zmn (32)

|d,| < 1,y los otros paametros se definen por medio de

.. L m=(—1)k+1n=(—1)k+1
las condiciones iniciales:

w o \ _ ( Tn-1 (25) denotando su autocovarianza com(ﬁzb, Su varianza como
"\ v Yn—1 )’ Y Yy su autocorrelaéin comopy, .. Esta forma de represen-
N z tacion implica que el supérdice 1 puede omitirsezé? =
“(2)-(2) e .
YN Yn 97

Un proceso de Hurst-Kolmogorov en 2D, puede defi-

De acuerdo a Cortist al [77], las condiciones iniciales nirse como un proceso esfmtico, el cual para lomdices

anteriores, conllevan a un conjunto de ecuaciones Imealesg!i’ m,n y cualquier escala y I, posee la siguiente propie-

multaneas que permiten encontrar los valores de lasnper dad:
trosa,, c,, en, frn, de forma que:

k 2H -2
Ty — Tp—
o B e ()= () ) e
N — X
€n = Tp—1 — To " Gn (28) donde=, significa que las dos variables aleatorias poseen la
misma funcdbn de distribudn conjunta de orden finito. El
Yn — Yn—1 — dn(YN — Y0) exponentel] se conoce como el exponente de Hurst y toma
Cp = (29) )
TN — To valores entre 0 y 1. Este comportamiento Hurst-Kolmogorov
es una representdé@ci de la evolu@n de los procesos natura-
fo = Yn-1 = n - 30 = du - 0 (30) AT g
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2.8. Flujo Integrado fraccional de 3 patametros (basado  L,,(k) es promediada para todos los valoresidey se ob-
en el Modelo Multifractal Universal) tiene el valor promedio de longitud de la sefig:) para cada

i . ) . = 2,..., kmax de la siguiente manera:
La integracbn fraccional de orde/ de un modelo multi-

fractal universal, se conoce como ebtodo de flujo integra- D
do fraccional de tres pametros (FIF) [34,112]. L(k) = &m=l"m 77
El modelo FIF se basa en el concepto de cascadas multi-
plicativas en el contexto de turbulencia, el cual fue desarro-
llado por Kolmogorov [113] y Mandelbrot [114]. De acuerdo
a este modelo, la endegcirética proporcionada a un siste-
ma a gran escala, es transferida por un proceso multiplicati
conservador a escalas cada veasnpequias y finalmente
es disipada en forma de calor. Este tipo de proceso se puede
modelar al (i) distribuir uniformemente una cantidad dada en D=
un intervalo definido; (ii) dividir el intervalo en subinterva-
los; (iii) asignar a los subintervalos la cantidad original dada,
multiplicada por una variable aleatoria que no dependa de 1gondeD es la dimendin fractal obtenida mediante ebtodo
escala [115]. de Higuchi.
CuandoH es diferente de cero, el campo resultante, de-
nominado comd?y, no es estacionario; siendd denomina- ) i .
do como el paametro de no estacionarieddd.es un tipo de  2-10.  Dimensen de correlacon fractal (FCD)
exponente de Hurst que representa el grado de suavidad del

proceso, la cual se incrementa con el valorfi§34]. Para  El método permite obtener una medida de las carestiess
los incrementos de campo se tiene que: de dimensionalidad del espacio ocupado por un conjunto de

puntos aleatorios [96]; adéxm se hace la considerasique

(38)

Finalmente se obtiene un conjunto de valores medios
L(k) y la dimensbn fractal se estima como la pendiente del
Bnejor ajuste lineal de mimos cuadrados correspondiente al
o
graficoln(L(k))vsIn(l/k), por lo tanto:

In(L(k)) )

=

~ ol H . - e . . a .

[ARN| ~ ®,|AZ] (34) la dimensbn de correladin D, se asemeja a la dimebsi
dondeAR, (%) = R\(T + AT) — R\(¥) y |AZ] = L/),  fractalD [36].
siendo) la resolucdn del modelo. Para un conjunto de datos:

Si los €rminos de la Ec. (34) se elevan a la potengia
se obtiene la fundin de estructura d& para un orden y se {XY, con X;e€R" (40)
tiene que:

(|AR,|%) ~ AT8@ (35) Se considera la integral de correfatiC/(R) que cuenta
dondet (q) = ¢H — k(q), es llamado el exponente de la fun- € nimero de paregX;, X; } tales quej| X; — X;; || sea nas
cién de estructura. pequéo que un umbraR > 0, con|| ¢ || siendo la distancia

euclidiana estndar enR™. La integral de correladn C(R)
2.9. Modelo de Higuchi se expresa de la siguiente manera:
El método de Higuchi [116] determina la dimedsifractal 9 N
de una serie de tiempo. De acuerdo a Kalatzal [31], C(R):mz > e(rR- | Xi-X; ) (41)
la sdial observada consiste en una secuencia de tiempo (N-1) i=1 j=1;j#1
x(1),x(2),...,z(N), y un rimerok de nuevas series autosi-
milaresX ;" se construyen de la siguiente manera: donde® es la funcbn de Heaviside 2/(N(N — 1)) es

el factor de normalizabn, de manera qué€'(R) tienda a 1
cuandoR tiende a infinito. Esto hace que si el conjunto es
xz(m + int[(N —m)/k]k) (36) fractalC'(R) se comporte como una ley en potencia de la for-

X" cx(m),z(m + k), x(m + 2k), ...

dondem es el tiempo inicial, paraum = 1,2,....k; k es ma.

el intervalo de tiempo, paraun= 2, ..., kyax Yy int(r) es la D

parte entera delirmero real-. C(R) o R7e (42)

La longitud de las serie¥ " es definida como:
LT/ Y= esto es:
L(k)=— |x(m + ik)
K K g log(C(R)) & D, log(R) (43)
. N -1 , . L. .
—z(m+ (i — 1)k:)> M] (37) De donde se podrobtener la dimensh de correladn
int[ =] fractal D. mediante el coeficiente de regi@side la Ec. (43).
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2.11. Estimacon de la dimenson fractal a partir de di- conjunto de inte¥Fs presenta caractsticas de autoafinidad,
ferencias consecutivas entonces se puede igualar la pendiente espectral con el fac-

] - . tor de rugosidad del conjunto. El modelo de superficie fractal
De acuerdo a Kalauat al [31], se utiliza este ®todo pa-  Browniana, es dado por:

ra calcular la dimenén fractal de una $&l unidimensio-
nal, considerando los valores medios absolutos de orden Zy(u,v) 1 B+1
exp S, Sr2 (49)

2

de diferencias consecutivas finitas para urni@abke(t) con Z(u,v) = 1 (B=B0)/2 LT3+ 1

m{" = media (abs(™ (1)), se observa que los logaritmos "
param/y(,”), n =2,3,...,mms SON linealmente dependientes dondeZ (u,v), Z(u,v)s, 8, 3, son las transformadas de Fou-
paran, con las pendientes estables y ddrintercepciones rier de las superficies de interpoléaniy del movimiento
proporcionales a la dimerisi fractal de la S&al, entonces: Browniano, ascomo las exponentes del espectro de potencia
referenciados y Brownianos respectivamehtegs el ime-
log(m{") = (pendiente)n + Yin, (44)  rode ondaradial$,. y S, son los factores de rugosidad de

L . , superficie original y del ruido Browniano.
Para establecer una relagientreY;,,; y la dimensbn P 9 y

fractal de la seal, se utiliza la familia de funciones Weiers- 213

B Modelo de variacdn
trass, con pametros deH(0 < H < 1)y v(v >

1)(n!)/(r!(n — r)!) de la siguiente manera: De acuerdo a Dubuet al [117], Breslin y Belward [27], el
N in ; método de variadin utiliza una cobertura de intervalos, en
W) =y~ cos(2my't) (45)  |ugar de ventanas. Es decir, se calcula la oséragiara un

conjunto de puntos que se encuentran a lo largo de la curva

Estas funciones tienen una dimensifractal definida X (t). La oscilacbn en un puntoX (,) se@:
tedricamente,D = 2 — H. Ya que la dimens$in fractal D

es linealmente dependiente Hg,, se establece: v(X(to), €) = re(tngwe)X(T)
D= A(nmzix)nnt + B(nméx) (46) - méX min(T) (50)

TE(to—€,to+€)
Los padmetros de regre®n A(nmsx) Y B(nmsx) Se cal-
culan paran, 4. El planteamiento anterior solo es aplicable
para series monofractales.

La ecuadbn anterior corresponde al espesor de cobertura;
€ representa la escala de meditde la osciladn, similar al
tamdio de caja en el Atodo de conteo de caja. Al disminuir
este valor, taml@in disminuye la cobertura. Brea de cober-
tura se encuentra integrandpse conoce como la varidri
de X y se denota com® (¢). Para encontrar la dimesi

Mandelbrot [23] establedique la dimengin fractal de un ractal se calcula el rango al cual @leaV'(<) tiende a 0,

método fractal Browniano es invariante cuando se aplicafliéntras ques tiende a 0. La pendiente delafico log-log
transformaciones. deV(€)/ €?vs1/ €? es la dimendin fractal de la serie.

De acuerdo a Tao y Barros [35], para procesos que pre- ) ) ;
sentan autoafinidad, el exponente espectrdh dimensbn 2.14. Ventajasy desventajas de los @todos fractales

fractaID, y el exponente de Hursf, son tres caracte_sﬂcas A partir de la revisbn de literatura realizada es evidente que
intercambiablesD y H pueden ser obtenidas a partir del ex- oiste una gran variedad de modelos que permiten estimar el

ponente efspect.rm para un campo de tres dimensiones, de 18y, ), nente de Hurst y/o la dimedsifractal de una serie de
siguiente forma: tiempo. Sin embargo, existeratodos que presentan ventajas

2.12. Modelo de Superficie de interpolaéin Fractal
Browniana

7-8 sobre otros; un factor importante al definir eétodo a utili-
D= 5 (47)  zar, corresponde alimero de paéametros de entrada; por lo

5-1 tanto, entre mayor sea elimero de pametros, el modelo
H= 5 (48) se@a mas complejo.

Debido a que se requiere evaluar detalladamente carac-

El exponente espectral, definido como la pendiente deferisticas como las anteriormente mencionadas para seleccio-
espectro de potencia de Fourier en uafigo log-log en 2D, nar el nétodo nas adecuado a desarrollar; a continGaae
describe la variabilidad de la serie como una fonaile lon-  presentan las ventajas, desventajas yampatros de entrada
gitud de onda y/o escala espacial; donde la amplitud de ruggara los netodos revisados previamente (Tabla I).

sidad y la potencia en la longitud de ondasrcorta, miden Basandose en la informatn presentada en la Tabla |, se
la varianza de la serie a la escala espacial correspondiente. lidn clasificado los Atodos de acuerdo a su complejidad con
exponente de Hurst, el cual targhise conoce como &idi-  base al imero de pa&ametros de entrada que requieren en

ce de autoafinidad, mide la correlaride largo alcance. Siel dos grupos:
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TABLA |. Ventajas, desventajas y panetros correspondientes a los modelos fractales que permiten estimar el exponente de Hurst y/o Endimetaside una serie de
precipitacon y temperatura.

Método No. De Descripon Ventajas Desventajas

paametros de Pametros

Rango 2 i =valor en el e Influenciado solamente por la persistencia a largo plazo, e Debe considerarse un efecto al
rescalado tiempo de la detecta ciclos no@aidos &n cuando estos tengan estudiar dependencia a largo plazo
(R/S) seriet = longitud mayor o igual al periodo de la muestra en usandocbdo, el cual es:

periodo de estudio, adéra de ser un Btodo sensible para detectar Corredaca corto plazo juega

tiempo correlaciones a largo plazo en procesos aleatorios. un papel importante cuando se

considerado Permite deducir que mucho$feanos naturales no son analizan series de tiempo cortas [99].

procesos aleatorios independientes, pero tienen
correlacon a largo plazo significativa [37].
e Es una herramientitil para analizar registros efrjzos

en los cuales existe dependencia estizh [99].

Conteo 1 6 = Resolucdn e Es un netodo intuitivo y sencillo de aplicar, Si se pretende cubrir un conjunto
de caja de la medida siendo aplicable a conjuntos en cualquier donda3i. utilizando ventanas bidimen-
de la ventana e Es uno de los ietodos nas efectivos ya que permite sionales, la dimemgiactal
obtener la dimenén fractal &n cuando no se poseen no puede exceder 2, debido
formulas nuréricas o lograr determinar la pendiente de a que la dirberisactal
figuras irregulares. Es adaptable a muchas situaciones, ya estimada no puede exceder la
gue mientras que el objeto pueda contenerse en cajas se dimdeda ventana utilizada [23].

podria encontrar la dimensi fractal [23].

Multifractal 3 S = Longitud de e No se ve influenciado por tendencias lineales que pueda e Solamente puede determinar
Detrended los segmentos; presentar la serie. Logra detectar correlaciones de largo exponentes de Hurst genera-
Fluctuation q = Orden de alcance en series de tiempo no estacionarias con lizados positivéndadei
Analysis momento; ruido [103]. un poco impreciso para
(MFDFA) v = NUmero sdiales fuertemente anticorre-

de segmentos lacionadas, cuandb(q) es

obtenidos cercano a 0. Cuando

h(q) — 0, se debe de

integrar la serie antes

de aplicar el MF-DFA [1].

e El método continua considerando
asunciones estacionarias sobre los
estadsticos de las desviaciones
restantes desgs de eliminar

tendencias lineales o polinomiales [118].

Analisis 3 t = Paametro o Utiliza pocos paametros. Los resultados son sencillos de e No es sencillo interpretar las fluctuaciones
de Wavelet de posion; interpretar [118,148]. del modelo [118].

)\ = paametro e De acuerdo con Vakguezt al[29] el método de Wavelet

de escala; es apropiado para analizar series autoafines, donde la

1 (t)= Wavelet varianza no es constante al incrementar el

madre tamfo de ventana.

W, (s) =transformada e No existe la necesidad de generar una cicath sobre la
Wavelet s@al, en contraste con elétodo de conteo de caja [107]
e Este nétodo es apropiado para series no

estacionarias [119].
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Método No. De Descripon Ventajas Desventajas
palametros de Pametros
Espectro de 3 (4ms)/(wo + \/2 +w?) = o Es ideal para el alisis de superficies con o Es sololtil en superficies que
potencia de = Wavelet de Morlet autoafinidad y para fines de sindulgt07]. exhiben un espectro de potencia
Fourier o2 /N = Valor e Es una herramienta éstdar para la exponencial [107]
expectadn investigadn del comportamiento fractal de
3 = Potencia de la serie series gstfas [106].
e Es particularmente usado para el estudio
de oscilaciones de una serie [108].
Analisis de 1 m = Longitud de e Ha sido aplicado de forma satisfactoria en el e Las fluctuaciones del @todo
fluctuacbn los segmentos, alisis de registros clidticos a largo plazo et definidas con respecto a

sin tendencia

& = polinomio

y secuencias de ADN [120].

desviaciones de la media

(DFA) de ajuste e Modelo ampliamente utilizado para detectar casida de regresiones
propiedades de escala con comportamiento poliales, lo cual es una
fractal para series de tiempo no estacionarias. limitante [118].
e Permite caracterizar las propiedades fractales
sin ser influenciado por tendencias o la no
estacionariedad de la serie [121].
e Permite separar tendencias y correlaciones en
series de tiempo para posteriormente analizar
la persistencia de régenes clinaticos [122].
e Detecta correladin a largo plazo en series de
precipitacon [56].
Fractal- 5 d,,: Padmetro de e Permite determinar el atractor de la serie e Para la realizadin de un aalisis
Multifractal escala vertical. de tiempo [77]. de series de tiempo, requiere
An,Cnyen Y fn = proporcionarle un elevado
Pa@metros que nimero de pametros, lo cual
dependen de las incrementa la complejidad del
condiciones iniciales algoritmo al ser programado.
Dinamica 7 i, j,m,n = indices ePresenta la opoh de ampliar su campo de e Para la realizadn de un aalisis
de Hurst- dependientes de estudio a dos dimensiones, facilitando la de series de tiempo, requiere
Kolmogorov los datos; comprer@si de una serie de tiempo [33]. proporcionarle un elevado
k, ! = Factores nimero de pa@metros, lo cual
de escala; incrementa la complejidad del
A = intervalo fijo algoritmo al ser programado.
que expresa una unidad
de la escala.
Flujo 3 A = Resolucdn e Puede modelar las propiedades de invariancia e No puede representar
integrado del modelo; de escala de una serie de tiempo [48,123]. Gltiples escalas temporales
fraccional de q = potencia de la precipitadin [123].

3 paé@metros

considerada;

(FIF) R = campo
de aralisis.
Higuchi 2 k = NUmero de e Método apido y confiable para determinar la corretaci e El maximo grado de reduatn

series autosimilares
generadas;

kmsx = Intervalo
de tiempo maximo

considerado

de series de tiempo, en com@araoin otros ratodos

tales como la densidad espectral y el DFA, debido a

algoritmo sencillo y con pocos panetros [124].

Emax) Se determina
arbitrariamente por el
investigador [124].
e Al ser aplicado a iragenes,
se presentan dificultades
cuando la imagen posee una

baja resoludn [125].
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a) Métodos con baja complejidad: Se incluyen aquellos
métodos que requieren de uamero relativamente ba-

jo de paametros de entrada (menor a 3) y por ende son
sencillos de desarrollar. Sin embargo, algunos de los
métodos presentan desventajas significativas (solo pue-
de aplicarse a series con ciertas carastiens (Estima-
cion de la dimengin fractal a partir de diferencias con-
secutivas), 8lo es un estimador de la dimeasifractal
(dimenson de correladn fractal), debe ser propuesto
como modelo discreto (Modelo de varian), etc.) lo

b)
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Método No. De Descripon Ventajas Desventajas
paametros de Pametros
Dimensbn de 1 R = Umbral e Para estimar la dimersi de correladin se e No es un estimador de la
correlacon definido utiliza un 8lo paametro. Se considera dimeasifractal, sino de la
fractal (FCD) D. = Dy [126]. dimensbdn de correladin.
Estimacon de 2 n = Orden de e No requiere determinar un valor dgux. Aunque e Se vuelve inapropiado para
la dimensbn las diferencias requiere del valor deeste siempre es igual o aplicarlo a perfiles de
fractal a partir consecutivas; menor a 3 [31]. tendencia superior a la
de diferencias ~ = Pa@metro de lineal [31].
consecutivas la ecudsi
Weierstrass.
Modelo de 3 k, k.= NOmero e Puede ser modificado delitiples maneras por e Solo puede ser aplicado a un
Superficie de de onda radial; calibraeio postprocesamiento para mejorar su rango definido de escalas
interpolacon Sr,1YSr,2 rendimiento para lugares esffams, tipos de espaciales donde los datos
Fractal Factores de tormenta y escalas [35]. poseen autoafinidad. Las
Browniana rugosidad de e Aungue se requiere generar una distribuaile superficies escaladas no
la superficie superficie para determinar la superficie de son las solucivices,
original y la interpoladn media, se pueden crear campos solamente una de las soluciones
superficie de usando una superficie de interpotade de un proceso aleatorio [35].
ruido Browniano forma separada [35].
respetivamente.
Modelo de 1 €=Escalaa e Dubucet al[117] afirman que se obtienen mejores e Debe ser propuesto como
variacbn la cual se resultados que ektado de conteo de caja astar, modelo discreto, para
realiza la es ras robusto y eficiente, debido a que no utiliza posteriormente realizar
medicibn de cubiertas, sino intervalos, obteniendo buenas alsende los efectos
la oscilacon aproximaciones de la dimeosifractal. de muestreo y truncamiento

e Mide variacionesapidas o Bbitas a escalas pediges.

Implica un rango finito de escalas para lograr estimar

la pendiente de la variam en un gafico log-log [127].

de ancho de banda [127].

cual limita su aplicadéin. Métodos que pueden asignar-

se a esta clasificamh son: Rango rescalado, conteo de
caja, amlisis de fluctuadn sin tendencia, gtodo de
Higuchi, dimensbn de correladin fractal, estimaéin

sin tendencia), son los @8 adecuados para series de
tiempo con caractesticas espéficas (amlisis de Wa-
velet, espectro de potencia), determina el atractor de
la serie (nétodo fractal-multifractal), etc.). Btodos
gue se pueden asignar a esta clasiftmadon: aali-

sis multifractal de fluctuaciones sin tendenciaalan

sis de Wavelet, espectro de potencid&todo fractal-
multifractal, diramica de Hurst-Kolmogorov, flujo in-
tegrado fraccional de 3 pametros y modelo de super-
ficie de interpoladn fractal Browniana.

Al desarrollar la clasificaéin anterior, se puede ampliar
el panorama de los @odos que estiman la dimeasifrac-
tal. De acuerdo a las investigaciones consultadas, usualmente

de la dimendin fractal a partir de diferencias consecu- ge yilizan nétodos que presentan baja complejidad. Eon

tivas y modelo de varia6n.

de ser nas complejos de desarrollar qué&todos con
menor rumero de parmetros, presentan ventajas sig-

do mas utilizado es el rango rescalado (R/S) a pesar de que
presenta el inconveniente de tener que considerar los efec-
Métodos con alta complejidad: Se incluyen aquellogos de la correladin a corto plazo cuando se analizan series
métodos que requieren unimero considerable de de tiempo cortas (Tabla I); lo cual es factible debido a que
paametros de entrada (mayor o igual a 3). A pesa€s sencillo desarrollarlo y estimar la dimedrsiractal de un

determinado conjunto o serie.
Referente a i@todos con alta complejidad, elas utili-

nificativas (no se ve influenciado por tendencias lineazado es el alisis multifractal de fluctuaciones sin tendencia
les (metodo de aalisis multifractal de fluctuaciones (MF-DFA), ya que aunque requiere de 3 faetros (menor

Rev. Mex. Fis63(2017) 244-267



UNA REVISION DE LOS METODOS PARA ESTIMAR EL EXPONENTE DE HURST Y LA DIMEN®IN FRACTAL. .. 255

a metodos como la diamica de Hurst-Kolmogorov y @to-  ries estudiadas, @atodos de alisis y valores estimados del
do fractal-multifractal), minimiza los efectos de tendenciasexponente de Hurst y dimefsi fractal.
lineales, caractgstica que metodos de baja complejidad no A partir de las Tablas Il y Ill, se procede a analizar el
poseen y que puede influenciar los valores estimados de diemportamiento del exponente de Hurst de series de precipi-
menson fractal o exponente de Hurst. Se puede decir que eaicion y temperatura con respecto a la clasifioadlimatica
el mas recomendable por la capacidad que presenta al congfe Koppen. Las investigaciones de series de preciitaci
derar un aélisis multifractal. desarrolladas en regiones con clima tropical (A), tales como
En el caso de ambas clasificaciones, se presenéao-m Tamil Nadu, India [129]; Bem [34]; Pastaza, Ecuador [31];
dos que 6élo fueron registrados una vez en las investigacionesegiones de Etidp [130]; Australia [131], Venezuela [37],
consultadas. Esto puede deberse a gétodos tales como Brasil [132]; y Queensland, Australia [27]; muestran que las
espectro de potencia,atodo fractal-multifractal y diamica  series de precipitadn tienden a presentar valores del expo-
de Hurst-Kolmogorov no fueron desarrollados para ser emraente de Hurst entre 0.075 y 0.45, es decir son antipersis-
pleados a series de precipitagiy temperatura. tentes en el tiempo. De acuerdo a Malamud y Turcotte [69],
En cuanto a las similitudes, una de lagsrevidentes esto significa que las series de precipitacijue se registran
es que nétodos como rango rescalado, conteo de caja, MFen este tipo de clima, tienen alta probabilidad a presentar un
DFA, DFA y método de Higuchi, requieren segmentar la serigncremento, seguido de un decremento y viceversa; asem
considerada en intervalos o ventanas para estimar el expona serie de tiempo antipersistente ténain comportamien-
nente de Hurst. Esta caradstica puede generar cierta incer- to estacionario en el tiempo, debido a que los incrementos
tidumbre al momento de estimar el exponente de Hurst coy decrementos se compensan entrar@anteniendo los mo-
varios netodos; ya que valores del exponente de Hurst obtenentos estadticos constantes e independientes del tiempo.
nidos a partir de un menoimero de intervalos o ventanas De acuerdo a Rehman [119] esto indica una memoria a corto
pueden ser menos precisos. Se recomienda obtener un vafgazo, dado que se presenta poca dependencia de los valo-
de exponente de Hurst promedio cuando se consideren variggs con los anteriormente registrados. Sin embargo, no todas
métodos en un alisis. las investigaciones reportadas en condicionesatloas de
Asi mismo, se presentan diferencias entre I@tados; tipo tropical (A) para series de precipitanj estiman valo-
algunos se desarrollan con base a una imageraficgrde  res del exponente de Hurst menores a 0.5; tal es el caso de
la serie (conteo de caja, @isis de Wavelet, espectro de po- Venezuela [37], cuyo adisis reporta valores aximos de
tencia, nétodo de Higuchi, Modelo de Superficie de interpo-0.7, 10 que corresponde a series de precipitapersistentes.
lacion Fractal Browniana y modelo de variag), mientras L0 anterior indica que la serie en&lisis no es estaciona-
que otros retodosinicamente requieren la serie de datos pafia en el tiempo, dado que un comportamiento de cambio
ra estimar el exponente de Hurst (rango rescalado, MF-DFA(incremento o decremento) eseguido por un dtogo, de
DFA, fractal-multifractal, diamica de Hurst-Kolmogorov, Manera que no se mantienen los momentos &sizas en
FIF, FCD) y estimadin de la dimengin fractal a partir de di- €l tiempo. Aderas, existe un alto grado de ocurrencia de
ferencias consecutivas. De manera que la sélaai@l neto- ~ Un evento registrado sobre los que se presenten en eventos
do depende del enfoque que desee desarrollarse. futuros o presenta comportamientos con memoria a largo
Como puede observarse en la Tabla I, existe una graplazo [69]. Tamkn se puede establecer que se presenta una
variedad de ratodos que permiten estimar el exponente dd€lacbn inversa entre el exponente de Hurst de las series y el
Hurst (y por ende la dimeré fractal); sin embargo, la elec- valor de precipitadin promedio anual (Tabla If). Por ejem-
cion del mas adecuado para evaluar una serie de determinad)@; Series con precipitaciones promedio anual entre 2300 a
variable es fundamental. Se recomienda realizar comparacig>00 mm/&o corresponden a valores del exponente de Hurst

precipitacon promedio anual de 644 mni corresponde

a un valor de exponente de Hurst de 0.7; por lo tanto se
3. Aplicaciones tiene que la precipitach promedio anual se constituye en

un paametro que define la persistencia y estacionariedad de
Los métodos basados en los fundamentos de la ge@netrla serie de tiempo en condiciones chititas tropicales, de
fractal han sido aplicados al alfsis de series de tiempo de manera que a menor precipitagi promedio anual, la serie
precipitacon y temperatura en diversas regiones del mundatenda mas fuerza de persistencia y no &&stacionaria en
En esta secon se hace un inventario de las investigacionel tiempo. Las diferencias entre los valores del exponentes
que reportan la determinaxci del exponente de Hurst para de Hurst en regiones cliaticas similares puede ser atribuida
series de precipitagn y temperatura, a&£omo un aalisis  a dos situaciones: i) los diverso®tndos empleados en los
de los resultados. Se ha utilizado la clasifibactlimatica  arélisis desarrollados, v, ii) las caradwicas de las series
de Koppen [128] para establecer una posible réla@ntre  de precipitadn analizadas. Por ejemplo, elddisis desarro-
los valores estimados de exponente de Hurst con las condlado en Venezuela [37], contendpseries anuales, mientras
ciones climaticas de cada una de las regiones analizadas. Eque el resto de los afisis, se realizaron, a partir de series de
las Tablas Il y lll, se reportan las caradgticas de las se-
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TaBLA Il. Compilado de investigaciones sobre ehlisis de series de precipitaci aplicando geomét fractal.

Periodo de Condiciones #odo Exponente Dimerési
Referencia Redin tiempo analizado cliaticas utilizado de Hurst fractal
Clima Tropical (A)
T. Selvi, S. Selvaraj. Precipitamn del (As): Tropical y Rango
Universal Journal Tamil Monzon del estepario rescalado 0.21 1.78
of Environmental Nadu, Noreste de Precipitaci: Hurst
Research and India 1902-2008 1083 mnita
Technologyl [129]
Precipitacdbn de la Fractionated flux
campda de tormentas (Aw):aido (FIF). Modelo
Africana (African y imedo universal
S. Verrieret al, Djougou, monsoon multifractal.
Journal of Hydrology Benin multidisciplinary Se usun
389[34]. analysis campaign espectro
(AMMA)) Precipitacion: pluviometro (DBS)
1039 mm/&o 1372 Mapas de radar 0.21 1.79
100 Mapas de radar 0.4 1.6
DBS: Todos los datos 0.55 1.45
DBS: 10 eventos de 0.62 1.38
precipitacon
Pastaza: (Af): Clima
A. Kalauziet al, Provincia Precipitaéin tropical tpico Higuchiy
Atmospheric Research de Pastaza, Mensual acumulada Preoipitaci diferencias 0.075 1.925
93[31] Ecuador con 380 datos 3500 miiida consecutivas
(Aw): Clima tropical con
variacbn. Usualmente
A.T. Haileet al, Rio Nilo Precipitacbn mas frio que otras
Journal of applied Azul, horaria regiones cercanas Conteo de caja 0.42a0.5 15a1.58
meteorology and Etiopia al Ecuador.
climatology48[130] Precipitaddn:
1200 mm/&o
J.M. Gutérrez, A. Cairns, Precipitatmn (Am) Calido templado
Galvany A.S. Cofiio, Australia mensual Precipitaci: Conteo de caja 0.4 1.6
Fractals 14 [131]. 2300 mm/éo
(As) La variedad
I.R. Amaro, clinética es
J.R. Demeyy Venezuela Precipitani representada por Rango rescalado 0.7 1.3
R. Macchiavelli, anual de las temporadas Hurst
Interciencia29 [37] 1921 a 2000 de lluviay
sequa. Precipitadin:
644 mm/d@o
J.G.V. Miranda, Noreste de Precipitani -Noreste de Brasil: Rango
Theor. Appl. Climatol. Brasil diarios (As) Subtropical, rescalado 0.7 1.3
77[132] precipitacbn: Hurst
1450 mm/&io
(As) Escasez de
Precipitacbn lluvias y veranos Conteo de caja,
M.C. Bresliny J.A. Queensland, mensual total calurosos al oeste. Rango rescalado
Belward,Math Comput Australia de 52 estaciones Mamz a clima Hurst, Ndtodo
Simulat48[27] (1200 valores) templado en el de Variauj 0.4a0.65 1.35a1.60
extremo norte. @lido Comparadin
alo largo de la franja nuérica de
costera. Precipitagh: métodos

961 mm/do
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Periodo de Condiciones dodo Exponente Dimerti
Referencia Reg@in tiempo analizado cliticas utilizado de Hurst fractal
Clima Seco (B)
(BSh): subtropical
Precipitacon ocenico, con
|. Peiiateet al, Islas anual de 22fms, temperaturas mitigadas
Nonlin. Processes Canarias de 1989-2010. todo @lcepor el mar Conteo de caja 1.45 1.55
Geophy20[133] y en verano por los
vientos alisios.
Precipitacbn: 900 mm/&o
Zacatecas, Mxico 0.04 1.96
Agua Nueva (BSk) La zona norte es 0.02 1.98
M.A. Velasquez. Camacho caracterizada por el 0.02 1.98
American Meteorological ~ Caitas Precipitadin clima seco déstico. 0.03 1.97
Society[29] Cedros diaria La zona centro tiene éddo de 0.05 1.95
Coapas de 1963 a 2003 climas semétéso Wavelet 0.1 19
Concepadn del Oro y templado semidedico 0.09 1.91
Chalchihuites Precipitagn: 431 mm/&o 0.15 1.85
El platanito 0.12 1.88
(BWh) tipico clima
mediteraneo con
A. Yuvaly D.M. Precipitacdn de veranos calurosos y étbdo de 0.7 1.3
Broday, Environ. Sci. Israel cada 30 minutos Secos, e inviernos Wavelet
Technol44[32] para 10 &os fiios y lluviosos.
Desertico @lido.
Precipitacdn:
476 mm/&o
Arabia Saudita (BWh): Clima
R/S Hurst desrtico con
Abha temperaturas 0.71 1.29
S. RehmanChaos, Al- Ahsa Precipitaddn extremadamente 0.63 1.37
Solitons and Fractals Al-Baha diaria de 7 @os calientes durante Rango rescalado 0.67 1.33
39[119] Makkah el da y bruscos Hurst 0.6 1.4
Al- Wajh descensos por la 0.59 1.41
Arar noche. Precipitadn: 0.66 1.34
94.6 mm/&o
(BSk) clima medite@neo
G. Korvin, M. Boyd, Adelaide, Precipitath de caluroso que por lo general
y R. O’'Dowd Geophys. Australia la red de estaciones significa que goza Dingende 0.6 14
J. Int.100[126] de Australia de un clima suave, correfati
con inviernos fimedos
y veranos calurosos
y secos Precipitadn:
536 mm/do
Clima Templado (C)
Cfa: El clima es
Zu-Guoet al, templado y alido. Método
Physica A Hong Kong, Precipitaéin Hay precipitaciones multifractal de
405[134] China diaria desde durante todo Bba fluctuaocdn sin 0.58 1.42
1960-2005 Precipitadh promedio: tendencia (MF-DFA)

2152 mm/&o
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Periodo de Condiciones &odo Exponente Dimertsi
Referencia Reg@in tiempo analizado clitticas utilizado de Hurst fractal
(Cfa)Entre el Metodo Fractal-
continental imedo Multifractal (original) 0.56 1.44
H. Huai-Hsienet al, Boston, Precipitadin y subtropical bmedo. FM-Wire 0.52 1.48
Journal of Hidrology Massachusetts, de tormenta Veranaldos, FM-Leaf 0.3 1.7
496[11] USA en Boston inviernos ffos. FM-No Linear 0.43 1.57
Precipitacbn: FM-Marginal 0.31 1.69
1122 mm/d@o
(Csa) Clima es
H. Ghanmi, Z. Bargaoui, templado, con
y C. Mallet. Tunez Precipitadin inviernos suaves, Conteo de caja 0.9 1.1
Hydrological Sciences diaria de 1873 lluviosos, veranos
Journal58[135] a 2009 calurosos y secos.
Precipitacbn: 448 mm/&o
Precipitacdn de
1957 a 2001.
-Registro de
50 dios
-Para @cadas con
momento de orden
10, 100 ventanas
1951-1961 0.36 1.64
1961-1971 (Csa) Clima searido Andlisis de 0.33 1.67
A. Lopez Lambréo Presa 1971-1981 y templado fluctugacsin 0.37 1.63
Tesis de Doctorado Centenario, 1981-1991 Precif@itaci tendencia multifractal 0.42 1.58
UAQ [52]. Queegtaro, 1991-2001 550 mnife (MF-DFA) 0.47 1.53
México -Para écadas con
momento de orden
6, 100 ventanas
1951-1961 0.39 1.61
1961-1971 0.38 1.61
1971-1981 0.37 1.63
1981-1991 0.44 1.56
H. Huai-Hsienet al., lowa, Precipitadn (Cfa): Continental Fractal-
Fractals20[136] Estados medida cada 2 Urhedo Precipitadin: Multifractal 0.67 1.33
Unidos minutos= 256 datos 1451 miiida
(Cfa) Lluvioso y severo
V. Capecchkt al, en el interior, con Ntodo de
Atmospheric and Toscana, Precipitath considerables dimerdsi 0.25 1.85
Oceanic Physics, Italia Central diaria fluctuaciones de correfati
1-6[36] de temperatura fractal (FCD)
Precipitacbn: 747 mm/&o
D. Koutsoyiannis, A. (Cfb): El clima en todo
Paschalis A.y N. Ogano Precipitadin el pas es templado, Hurst-
Theodoratosjournal Padfico, norte horaria del 13 principalmente aoéco. Kolmogorov 0.99 1.01
of Hydrology398([33] de Nueva Zelanda al 16 julio de 2005 Precipiteci640 mm/&o
S.P. Rerezet al, (Csa): templado
Revista de La Pampa, Precipitatn himedo hacia el este y Rango rescalado 0.94 1.06
Climatologa 9 [137] Argentina Anual templado seco al oeste. Hurst
Precipitacbn: 564 mm/&o
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Periodo de Condiciones &odo Exponente Dimerési
Referencia Regin tiempo analizado cliaticas utilizado de Hurst fractal
L.R. Salomao, J.R. (Csb): Subtropical con
Campanhay H.M. Gupta, Sao Paulo, Precipéaci inviernos templados y Rango 0.556 1.444
Campanha y H.M. Gupta, Brasil diaria veranos con temperaturas rescalado Hurst
Theor. Appl. Climatol. moderadamente altas
95[100] Precipitaddn: 1450 mm/&o
A. Barbulescu, C. Dobrudja, (Cfb): El clima oscila 0.7207 1.2793
Serban y C. Matftei, Rumaa Precipitaddn anual entre templado y Rango
Latest Trends on Adamclisi de 10 series entre continental, s@¢p rescalado 0.9775 1.0225
Computers [138] 1965y 2005 re@n del pas. de Hurst
Cernavoda Precipitan: 500 mm/ao 0.9738 1.0262
X. Zhou, N. Persaud (Csa) Clima sémido Rango
y H. Wang,Ecological Botsuana Precipitaciones con lluvia muy escasa. rescalado 0.71 1.29
Modelling182[139] diarias Precipitaéin promedio Hurst
anual: 457 mm/fao
Napoles, Italia
Ovindoli Precipitaddn 0.1598 1.8402
A. Mazzarella, y Villavallelonga de red de estaciones (Csa) clima 0.1578 1.8422
G. TranfagliaTheor. Pontecorvo climatdigicas de mediteineo Conteo de 0.1532 1.8468
Appl. Climatol.65[90] Letino la zona, con datos Precipitani caja 0.1572 1.8428
Castelfranco in Miscano histicos 894 mm/ao 0.1511 1.8489
Vitulano 0.1454 1.8546
Pontecasalduni 0.1446 1.8554
S. Andrea del Pizzone 0.1433 1.8567
J.J. Qhate, Theoretical Espdia (Csa) clima
& Applied Climatology Albacete Precipitadn mediteraneo, Rango 0.7 1.3
56[39] anual de variaciones de temperatura rescalado 0.6 14
Alicante 1901-1989. Precipita@mi: 524 mm/&o de Hurst
(Cfb) Clima
S. Lovejoy, y medite@neo, Rango
B. Mandelbrot Montreal, Precipita@mn de variaciones de rescalado 0.6 1.4
Tellus37A[16] Espdia cada 5 minutos temperatura entre de Hurst
el litoral costero.
Precipitacdbn: 524 mm/&o
Clima continental (D)
Dfb: El clima es fio
Szolgayoveet al, Rio Danube, Precipitacn y templado. Hay Ntodo de 0.56 1.44
Journal of Hydrology Rumana mensual desde precipitaciones durante Wavelet
519[140] 1901- 2006 todo elfeo en Ulm.
Precipitacbn: 717 mm/&o
Océano Dfb: El clima es fo
Dominoet al, Baltico Precipitaddn de y templado. Hay Btodo
Physica A 5 tormentas precipitaciones durante multifractal de
413[141] Kolobrzerg extremas todo efiaen Ulm. fluctuadin sin 0.45 1.55
Swinoujscie Precipitadin: 527 mm/&o tendencia (MF-DFA) 0.61 1.39
J. Lvet al, Journal Hotan, Precipitadin (Dwa): Clima continental Aalisis de
of Sustainable China Media anual de dedtico, templado. fluctuagn sin 0.596 1.404
Developmeng [142] 1954 a 2003 Precipitamn: 645 mm/&o tendencia.
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Periodo de Condiciones &odo Exponente Dimerési
Referencia Regin tiempo analizado cliaticas utilizado de Hurst fractal
K. Tao, y A. Barros. (Dfb): re@in
Journal of Atmospheric Regbn sur- Precipitacin de templada, con las Superficie
and Oceanic Technology centro de Oklahoma, tormentas convectivas precipitaciopiess fractal 0.43 1.57
27[35] Estados Unidos entre mayo y septiembre de un clima continental Browniana
del 2007. Precipitadin: 1420 mm/&o
Clima Fiio (E)
J.M. Gutérrez, A. Barrow, (ETArtico. 0.61 1.39
Galvany A.S. Cofiio, Alaska Precipitadin Precipitadn: Conteo de
Fractals14[131] Davis, mensual 537 mniia caja
Antartica 0.61 1.39
TABLA IlI. Compilado de investigaciones sobre ehlisis de series de temperatura aplicando gedenfrictal.
Periodo de Condiciones &odo Exponente Dimertsi
Referencia Redin tiempo analizado cliaticas utilizado de Hurst fractal
Clima seco (B)
A. Mianabadi, y Farid, Datos de (BSk) Veranos
Alireza International temperaturas moderados e inviernos
Journal of Applied Mashad, naximas y muy fros, Semarido. Conteo de 0.65 1.35
Environmental Iran ninimas de Temp. Promedio: caja
Science$ [101] 1992-2002 21.C/aho
(BWh) Clima degértico
Arabia con temperaturas extremadamente
Saudita calientes durante éad/
bruscos descensos por la noche,
S. RehmanChaos, Abha Temperaturas adémde sus precipitaciones Rango 0.34 1.66
Solitons and Fractals Al- Ahsa diarias de m@cticamente nulas. Tanén, rescalado 0.4 1.6
39[119] Al- Baha 7 &os por la influencia del clima Hurst 0.33 1.67
Makkah subtropical, existen algunas 0.4 1.6
variaciones en estos valores
Temperatura promedio diaria: 26 6
(BSh) El clima de
S. Herrereet al, Datos de temperatura Nuevodrees en Aalisis de la
XXX Ciclo de Seminarios Nuevo Leén,  mensual extremaawima Su mayor parte estepario densidad de espectro 0.201a06 1.4a1.709
de Posgrado e México y ninima de 30 estaciones  semisecoy las lluvias potencial de series
Investigacbn [143] -Temperaturas &ximas sSon comunes entre mayo de tiempo
y septiembre.
Temperatura promedio: 2&
Clima templado (C)
(Cfb) Clima mediteraneo,
templado en invierno y muy
A. Burgudio, X. Lanab, Datos de temperaturas caluroso en verano; el alistsde
C. Serrab, y M. D. Catalfin, extremas aximas interior tiene un clima fluctudaei sin 0.602 1.398
Martinez,Physics Espdia y minimas continental meditéaneo, tendencia multifractal

Letters A378[144]

de 1950 a 2004

con inviernosds y
veranos muy calurosos Temp.

Promedio: 24.8C

(MF-DFA)
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Periodo de Condiciones &odo Exponente Dimersi
Referencia Redin tiempo analizado cliaticas utilizado de Hurst fractal
A. Lopez Lambréo, Presa Centenario, Temperaturas (Csa) Climassatoi Anrtlisis de
Tesis de Doctorado de Quaaro, Mexico diarias de Temperatura: 1@ fluctuacon sin 0.44 1.56
Doctorado, UAQ [52] 1957 a 2001 tendencia multifractal
(MF-DFA)
(Csa) El clima semiseco
Valdez-Cepeda, corresponde en general
R., et al. Fractals Guanajuato, Temperaturas ala zona del altiplano; Espectro de 0.514 1.486
11[30] México ninimas el templado, a las partes potencia
mensuales de medias y altas de las
1985 a 1997 serraams y el semiglido
Temp. Promedio: 26C
D. Koutsoyiannis, (Cfb) Odanico Rango
Hydrological Sciences Pais, Temperatura por Semicontinental. rescalado 0.79 1.21
-Journal-des Sciences Francia temporadas Temperatura: de Hurst
Hydrologiques48 [145] 15.5C
Reljin, B., Reljin, Belgrado, Temperaturas promedio (Cfa) Continental Rango
1., y Jovanovic, Serbia mensuales de 1951-1998 temperado. Temp. rescalado 0.64 1.36
G. IEEE [146] Promedio: 12 de Hurst
Clima continental (D)
Rio Danube,
Szolgayoveet al, Rumara Temperaturas Dfb: El clima eddr
Journal of Hydrology Hofkirchen mensuales desde y templado. Hay etddlo de 0.65 1.35
519[140] Achleiten 1901- 2006 precipitaciones durante Wavelet 0.65 1.35
Kienstock todo el Bo en Ulm. 0.65 1.35
Bratislava Temperatura promedio: 8@ 0.65 1.35
Temperatura de Rango
L. Bodriy V. Cermak, Kamchatka, 2 series de cada (Dfc) Clima continental. rescalado 0.18a0.2 1.8a1.82
Fractals13[147] Rusia 5 segundos por Temepratura promedidcC-1 Hurst
2 semanas(230,000 datos)
Canaé (Dfb) Los inviernos
pueden ser duros en
S. Fergusony F. Alert Temperatura muchas regiones del Rango 0.802 1.198
Messier Ecography Eureka anuales | especialmente en rescalado 0.94 1.06
19[72] Resolute de 29 a 3Mas. las provincias del interior de Hurst 0.715 1.285
Clyde y en las praderas, donde 0.951 1.049
se experimenta un clima
continental. Temperatura: 1C
(Dfb) Continental, con
L. Bodri, Theor. Appl. Hungfia Temperaturas inviernogés, Rango
Climatol.49[65] Baja medias anuales verandsidos, rescalado 0.8 1.2
de 1901 a 1991 precipitaciones medias. Hurst

Temperatura: 11C

tiempo mensuales y diariassto implica que los valores de rias [133], Zacatecas, &kico [29]; regiones de Israel [32] y
exponente de Hurst de series pueden verse influenciados parabia Saudita [119]), tienden a ser antipersistentes, debido

el método y la resoluéin temporal considerada.

De acuerdo a la Tabla lll, las series de precipéaci

a que los valores del exponente de Hurst oscilan entre 0.02

y 0.45, como en el caso de las Islas Canarias y Zacatecas,

que se registran en clima seco (B), tales como: (Islas Can&déxico. Sin embargo, tamim se presentan series que tie-
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FIGURA 1. Localizacbn global de investigaciones que estiman el exponente de Hurt en series de précipitadiante la aplicach de

A. LOPEZ-LAMBRANO, E. CARRILLO-YEE, C. FUENTES, A. DPEZ-RAMOS, M. IOPEZ-LAMBRANO

Localizacién global de investigaciones de eventos de precipitacion aplicando exponentes de Hurst

% oFa

130°0'0"W 80°0°0"W 30°0'0"W 20°0°0"E 70°0'0"E 120°0'0"E 170°0'0"E
= =
=] =4
e e
5 s
3 3
= =
= e
=) =)
) >
- Box- Counting -
i@ Superf. Browniana

Correlacién

Higuchi

Multifractal DFA
o |[* ondoteta »
© JlA Rango rescalado o
2 feersi i g
2 @ sox-counting =4

% Fr = -
FHurst-Kolmogorov - ~-;5%&-—»\,\@€'§( - k\gf.,.,———»» ——————— N\::f
[ muttitractal DFA h = z Vo -
S ¥ ondoleta T e
i A T T T T T T
8 Paie isscmans 80°0°0"W 30°0°0"W 20°0'0"E 70°0'0"E 120°0'0"E 170°0'0"E
F Fractal-Multifractal
1 :15070007000 0_1,823,700 7,400 11,100 14,800
Kildmetros

diversos netodos.

Localizacion global de investigaciones de eventos de temperatura aplicando exponentes de Hurst

130°0'0"W
|

80°0'0"W
I

30°0'0"W
1

20°0'0"E 120°0'0"E
I ]

170°0'0["
N 1

Kilémetros

Fa ra
s e
o o
S ﬁ;‘/ >
© , e ©
Fa £
° °
o sl
§ g
2 e
Métodos de dimension fractal Y
Persistencia ~
B Multifractal DFA
[ * Ondoleta 54
° o
o @ Box-Counting } =
3 4 Espectro de potencia =4
A Rango rescalado ¥y
Antipersistencia
M Multifractal DFA N S "
¢ Espectro de potencia L = MWM i 2
A Rango rescalado B e =
~ LT L
o
4 T T T T T T T
S 130°0'0"W 80°0'0"W 30°0'0"W 20°0'0"E 70°0'0"E 120°0'0"E 170°0'0'E
1:150.000.000 0 2,000 4,000 8,000 12,000 16,000
& ) ) [ = mm IE—

FIGURA 2. Localizacbn global de investigaciones que estiman el exponente de Hurt en series de temperatura mediante ¢a algicaci
diversos netodos.

Rev. Mex. Fis63(2017) 244-267



UNA REVISION DE LOS METODOS PARA ESTIMAR EL EXPONENTE DE HURST Y LA DIMEN®IN FRACTAL. .. 263

nen un comportamiento persistente con valores del exponentestigaciones que han empleadétodos fractales para el

de Hurst entre 0.6 y 0.7 (Israel, Arabia Saudita y Australia) arélisis de series de temperatura (Tabla IIl).

Continuando el alisis en condiciones cliaticas secas (B), De acuerdo a la Tabla Ill, las series de temperatura ana-
se observa que a medida que disminuye la precipitggio-  lizadas en climas secos (B) (Mashadan101]; y Nuevo
medio anual, se incrementa el valor del exponente de Hurgiedn, México [143]), presentan valores del exponente de
de las series; por ejemplo, una serie de precigitaprome-  Hurst entre 0.2 y 0.4, indicando antipersistencia y estacio-
dio anual de 94.6 mm, corresponde a un valor del exponenteariedad [69]. Aderas, al considerar la temperatura prome-
de Hurst de 0.71, mientras que una éggcon una precipita- dio anual, se presenta una refatinversa con respecto a los
cibn promedio anual de 900 mm, presenta un valor de 0.4%alores del exponente de Hurst. Con respecto a las carac-
Tambén, se ha encontrado que la longitud del registro pareteristicas de las series analizadas, se consideran series dia-
ce tener influencia en la estiméanidel exponente de Hurst; rias o mensuales; en este caso los valores del exponente de
en series de tiempo con longitudes de registro menores, ldsurst no difieren significativamente al considerarse distin-
valores que se estiman del exponente de Hurts aumentan. tas resoluciones temporales en ehlésis, caso contrario al

de la variable precipitadh. En las regiones con clima tem-

En el caso de los estudios reportados en regiones con col do (C), (Cataliia, Esp@ia [144]: Quektaro, Mexico [52]:

diciones climaticas templadas (C), como en el caso de: Hon%uanajuato Nexico [30]; Pais, Francia [145] y Belgrado

Kong, China [134], Massachusetts, Estados Unidos [11]; . :
; ! . : ) Serbia [146]) las series de temperatura presentan un compor-
Tlnez, Tunez [135] ; Quertaro, Mexico [52]; La Pampa, Ar- ) . ; . ) '
tamiento persistente y no estacionario en el tiempo, debido

gentina [137]; Pas, Francia [115]; Sao Paulo, Brasil [100]; . i
. P ] ; o ) a que el valor del exponente de Hurst oscila entre 0.6 y 0.7;
Drobudja, Rumaia [138]; Madrid, Espaa [131]; Napo- . . P
adenas no se define una relaai entre la temperatura pro-

les, Italia [90]; regiones de Botsuana [139] y Montreal, Es- : . .

. : ; ; : medio anual y los valores del Hurst. En este tipo de clima las
paia [16], registran comportamientos antipersistentes y per- . Iy o
. k . . . series con resolugn temporal diaria, presentan los valores

sistentes; lo anterior puede estar relacionado con la precipi-;, : L

o . ; ) mas bajos del exponente de Hurst (0.44) en compamazi
tacion promedio anual registrada, es decir, se presenta una_~_ "~ - . .
L I0s aralisis que contemplan series mensuales, cuyos valores
relacbn inversa entre los valores del exponente de Hursty la

L . L . Se encuentran en el rango de 0.6 a 0.8.
precipitacon promedio anual de la regi correspondiente. Con respecto a las series de temperatura registradas en
Por ejemplo, en Hong Kong, China se registra una precipi- P ! peratu g

tacibn promedio anual de 2152 mm y se tiene un valor dela clasificacon climatica de Eipo continental (I?)’ y que com-
Hurst correspondiente a 0.58ji asismo en Tinez se regis- prende(ljuggresé;aI?(azs comqtd:Dar(]ub:, Rum;sa. [|140]’ re-

tran 448 mm/&o y se tiene un valor del exponente de Hurstd'0nes de -an [72]y regiones de ungar_[ J; las series :
correspondiente a 0.9, lo anterior pdconsiderarse como tienden a presentar comportamiento persistente y no estacio-

un indicador al momento de caracterizar la precipiagro- rllirrlgt 22 eelngﬁggg :ﬁtt:('adg 25qug SLVZLO;:(EL exrpézgﬁ?; ?nz
medio anual de una rami. Al tomar en consideraimn otros 02y 5.9, P

p . . mori lar lazo. En el I ri naliz n
factores tales como el @odo utilizado y las caractsticas oria a largo plazo el caso de las series analizadas e

de la serie analizada, se ha encontrado que en las regiones ‘%ﬁ!ﬁgDannge§3§$?§?6532:§§?&36 e?(btéili;}nggﬂﬂzrg
clima templado, el ratodo nés empleado en la estiméni P P

del exponerte e Hurs, corresponde l ango escaa 1199 020, Las seres analades  parr e esoluoones
método arroja valores as elevados del exponente de Hurst al P 9 9 ' !

) & i | exponen n io.
compararse con los valores estimados al emplearse otras gibajotg %e Ie .p? € teﬁe esttud_cc)j las Tablas 11 v Il
todologas, entre ellas, el fractal-multifractal o el MF-DFA. h par Il'r Z ain ormacrm fo,n ?jn'l agn ast. a fe\s yiil,
Tambén, se presenta la tendencia a que la longitud del regi?—e arealizado una espaciallZacae 1as investigaciones que

tro parece tener influencia en el valor estimado del exponenf@portan _aB“S'S frac’EaI para series de prt_aC|p|mly t(?mpe-
de Hurst. ratura (Fig. 1 y 2); asmismo se puede visualizar eletodo

empleado para la estimaci del exponente de Hurt y la ten-

Cuando se analizan las series de precigitacegistra- dencia en el comportamiento de la serie, lo anterior permite
das en condiciones de clima continental (D), los valores eseentificar las regiones que poseen inforndacy las que no
timados correspondientes al exponente de Hurst, demuestranentan con ningn tipo de aalisis.
que la precipitadin tiene una tendencia persistente y se han  De acuerdo a la Fig. 1, la mayarde las investigaciones
empleado diversos @todos para el desarrollo de losalin  referentes a series de precipitatise concentran en Euro-
sis. Para la condion climatica fia (E), tambén se reporta pa Central y Medio Oriente, seguidas por el sudieca y
un comportamiento persistente con un valor del exponentgudangrica. La concentraén de investigaciones en dichas
de Hurst de 0.61; la escasez de datos, limita l@isis para  regiones proporciona informai relevante para evaluar el
dicha condiadn de clima y se recomienda continuar desarrocomportamiento de las series de precipitaca una escala
llando este tipo de estudios. global o planetaria, sin embargo desarrollar ualiais deta-

Al analizar el comportamiento las series de precipitaci llado se ve limitado por la escasez de inforndacen otras
a partir de la clasificadn climatica de Koppen [128], se rea- regiones del mundo, principalmente en climas continentales
liza un ardlisis similar contemplando los reportes de las in-y frios; se recomienda desarrollar este tipo daiais en las
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regiones, tales como Groenlandia, CamaRusia, Ardrti-  tura temporal y la ocurrencia de eventos de precigtagi
da, Norte déAfrica, India y Centroararica. En la Fig. 1, los temperatura; adeas, posee la ventaja que las variables alea-
simbolos rojos indican series de precipifaticon persisten- torias en menéin, se pueden analizar erlfiples escalas y
cia en el tiempo (y no estacionariedad) y los azules indicadimensiones. Los exponentes de Hurst representan una me-
antipersistencia (y estacionariedad); se puede notar que ldgion del grado de dependencia de las series en iernyci
series antipersistentes tienden a concentrarse en las zonas ¢areden explicar el comportamiento espacio-temporal de di-
canas al Ecuador; que a su vez es lagegn la que predo- chas variables.
minan las condiciones climaftmicas de tipo tropicales (A). Los valores que se estiman del exponente de Hurst, y que
Al alejarse del Ecuador, comienzan a predominar las seriggermiten evaluar el comportamiento persistente o antipersi-
de precipitaddn con tendencia persistente en el tiempo. Aho-tente de variables aleatorias como es el caso de la precipita-
ra bien, al inicio se planteque existen indicios para afirmar cion y temperatura, se encuentran correlacionados a las con-
que la precipitacion promedio anual mantiene una refaci diciones climaticas defbrea en estudio; la resolaci tempo-
con la fuerza de persistencia, sin embargo las tendencias eal y longitud del registro tambn constituyen factores deter-
el comportamiento fractal de la serie pueden depender de hlainantes al momento de realizar urdlisis de series tempo-
variabilidad clinética producto de fluctuaciones como la os-rales a partir del exponente de Hurst.
cilacion decadal del Pacifico (PDO) y la oscilacidel sur Se recomienda complementar ablisis de series de pre-
(ENSO). cipitacion y temperatura, empleando la teomultifractal,

Al analizar la Fig. 2, es evidente que se tiene una situapara asconceptualizar los posibles cambios de los momentos
cion din mas citica debido a la escasez y falta de informa-de la precipitadn y temperatura con el tiempo.
cion en el aalisis fractal de series de temperatura a partir del  Finalmente, el cambio cliatico y sus posibles conse-
exponente de Hurst; las investigaciones referenciadas, se louencias deben ser el origen minucioso de estudios, reflexio-
calizan en Canad México, Medio Oriente y Europa Central. nes y consideraciones de cambio de modelos de desarrollo;
Las series antipersistentes tienden a predominar en regiondado lo anterior, los resultados y las apreciaciones reportadas
cercanas al Ecuadorifsbolos azules). No se reportan resul- en el presente trabajo pueden ser relevantes paraabsian
tados en las condiciones claticas tipo (A) y (B). y comprengdn de la ditamica del cambio clir@tico, toman-
do como punto de partida la caracterizacide la estructura
temporal y la ocurrencia de la precipitagiy la temperatura
en diferentes escalas.

El analisis de series de tiempo empleando los fundamenta-
dos de la geomét fractal, permiten caracterizar la estruc-
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