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RESUMEN:

Se realiza el andlisis de la estructura en diferentes escalas de tiempo de la precipitacion utilizando la
transformada de Legendre, para asi obtener las medidas multifractales de dichas variables. Para el
analisis de las variables climatologicas en estudio, se emplea el método Multifractal Detrended
Fluctuation Analysis (MFDFA) a partir de series de tiempo con resoluciones anuales, mensuales y
diarias para 50 afios de registro. En este caso de estudio, se define una funcion de particion y a
partir de ella, se construye el correspondiente formalismo multifractal que permite analizar la
regularidad Holder de funciones que integran dichas medidas. A partir de la transformada de
Legendre, fue posible el analisis estructural de la variable precipitacion mediante la obtencion del
espectro de singularidades de las mismas. El analisis multifractal se muestra como una herramienta
adecuada y eficiente para caracterizar las serie de precipitacion en el estudio del cambio climatico.
Los espectros multifractales obtenidos son simétricos lo que indica homogeneidad de la variable en
estudio.

ABSTRACT

In this work the Hurst exponent, which can characterize correlation and persistence in time series,
will be obtained by using the Multifractal Analysis. Data series of precipitation will be studied.
Furthermore, the multifractality of such series will be analized applying the Multifractal Detrended
Fluctuation Analysis method.

PALABRAS CLAVE: Analisis multifractal, leyes potenciales, teoria de escala



INTRODUCCION

La precipitacion exhiben una alta variabilidad tanto en el tiempo como en el espacio. La mayor
parte de los estudios se han orientado hacia el entendimiento de todos los mecanismos fisicos que
generan dichas variables y a la incorporacion de su dindmica en los modelos estocdsticos; por lo
tanto la alta variabilidad de la precipitacion y temperatura en consideracion ha inducido al estudio
de sus diferentes escalas de forma independiente, ocasionando un uso restringido de los citados
modelos. Sin embargo, la mezcla de escalas es frecuente en hidrologia, donde suele trabajarse con
datos pertenecientes a pequefias escalas temporales para obtener estimaciones correspondientes a
escalas temporales mas elevadas.

Mandelbrot (1967) introduce el concepto de fractal en términos de estadistica autosimilar, el
término radica en que la forma de un objeto no define su tamafo, definiendo los fractales como
objetos que poseen una apariencia similar cuando se observan en diferentes escalas poseen detalles
a escalas pequenas arbitrarias, por lo que se tornan demasiado complejas como para estudiarse por
la geometria Euclidiana. La geometria fractal es caracterizada por la prevalencia de variables
aleatorias distribuidas hiperbolicamente, para la cual Pr (U>u) a u-a, donde Pr es la probabilidad de
que el valor de la variable exceda u, y a es un exponente positivo. Los fractales permiten generar
estructuras bastante complejas por medio de agrupaciones, por lo que pueden aplicarse a
practicamente cualquier estudio deseado. (Lovejoy y Mandelbrot, 1984).

La teoria de los fractales, y su posterior evolucion hacia la teoria de los multifractales, estudia
matematicamente esta invarianza de escala, y se utiliza para describir fenomenos muy complejos
con simples leyes potenciales caracterizadas por sus exponentes. Los multifractales describen
procesos para los que se necesitan multiples exponentes de escala.

Asimismo, el analisis multifractal puede servir como una herramienta de validacion de modelos
estocasticos de la precipitacion mediante la comparacion del espectro de las dimensiones de las
series observadas y las series sintéticas generadas (Lopez-Lambrafio, 2012).

La multifractalidad como teoria para completar la descripcion de las series temporales de variables
hidroldgicas, ha sido una teoria ampliamente estudiada en las ultimas décadas (e.g. Schertzer y
Lovejoy, 1987; Ladoy et al., 1993; Fraedrich y Larnder, 1993; Over y Gupta, 1994; Svensson et al.,
1996; Tessier et al., 1993, 1996; de Lima y Grasman, 1999; Kiely e Ivanova, 1999; Kantelhardt et
al., 2006).

Este trabajo tiene como principal objetivo el andlisis de la estructura en diferentes escalas de tiempo
de la precipitacion utilizando la transformada de Legendre para asi obtener las medidas
multifractales de las variables en estudio.

TEORIA

Se introducen a continuacion algunas definiciones fundamentales de la Geometria Fractal siguiendo



a Falconer (1990):

Consideremos que tenemos una medida g con un soporte C. Podemos recubrir a este soporte con
una familia de conjuntos formados por N(s) cajas Bi(s)cada una de lado s . La funcion de

particion asociada con la medida y con la cobertura se define como:

N(s)

Z(as)=2ui(s) [1]

i=1

donde g es un niimero real y ! (S) es una funcion de B (S) .

Admitiendo que para s — 0" se tiene la siguiente relacion exponencial,

z(g,s)~s" 2]

A partir de la expresion anterior, el formalismo multifractal usa la transformada de Legendre para

relacionar el exponente de escala T (q) con el espectro multifractal. Suponiendo que 7 (q) es una

funcion de concavidad negativa, la transformada de Legendre de la funcién —T(q) es

inf{—r(q)+qa} [3]
Y se puede establecer que

()=t {-+(a)+ae]

[4]

Dado, derivando —7 (q)+qoc ,s¢ tiene que el minimo se alcanza en un Unico  y esto sucede

cuando

o«=7(q)

asi mismo, se estima
d(a)=0a-7(q) [6]

donde O es la intensidad de la singularidad o el exponente de Holder y d (a) es el espectro



multifractal.

MATERIALES Y METODOS

Se utilizan para el andlisis los datos de precipitacion anual, mensual y diaria registrados en la
estacion climatologica Presa Centenario, dicha estacion se encuentra ubicada en el estado de
Querétaro — México, entre las coordenadas 20° 01' 16" y 21° 35' 38" Latitud Norte99° 00' 46" y
100° 35' 46" Longitud Oeste.

En este trabajo se aplica el método Multifractal Detrended Fluctuation Analysis (MFDFA) a una
serie de precipitaciones de 50 afios de registro.

El método MFDFA (Movahed et al., 2006) involucra la transformada de Legendre [4] para la
obtencion del espectro multifractal de la medida.

Este método aplica para el caso de medidas pu de Borel no negativas, singulares y de soporte
acotado. Esto incluye el caso de aquellas cuyo soporte es un conjunto de Cantor generalizado. En
estos casos, se puede definir una funcién de particion cuya naturaleza depende del método, y a
partir de ella, construir el correspondiente formalismo multifractal que permite analizar la
regularidad Holder de funciones que integran dichas medidas.

La estructura de evento de lluvia que se utiliza para el analisis, se plantea de tal forma que un
evento de lluvia (i) se define como una secuencia de cantidades no nulas de lluvia, y su tamafo es
representado por la columna de agua acumulada desde el inicio hasta el momento en que finaliza la
precipitacion; por lo tanto cada valor que conforma la serie de tiempo de precipitaciones, constituye
un evento acumulado de 1luvia.

Finalmente a partir de la ecuaciones [3-6] se desarrolla el formalismo multifractal que permite
obtener los espectros de singularidades de la precipitacion.

RESULTADOS

Se realiza una aplicacion de la técnica MF-DFA sobre las series de precipitacion. Empleando la
transformada de Legendre se obtiene el espectro de singularidades para comprobar la naturaleza
multifractal de las series temporales de precipitacion. Para ello, se define el momento estadistico

¢€q”

Paraun g = 10 se determina el perfil de la serie; con dicho perfil definido, se procede a realizar el
analisis de fluctuaciones para g =10 y q =6, como se muestra en la figura 1. Hay que resaltar que en
este caso el andlisis de fluctuaciones es dado a partir de un nimero de 100 segmentos o ventanas.
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Figura. 1- Representacion log-log para la funcion de fluctuacion de datos de precipitacion paraun =10y
g==6.

La funcion de fluctuaciones de la figura anterior representa la evolucion de la funcion de
fluctuaciones a partir de un nimero determinado de ventanas para el analisis, asi mismo en dicha
grafica se observan varios cambios de pendiente y oscilaciones. Los cambios de pendiente nos
dicen que la sefial exhibe multiples escalamientos; es decir, es de naturaleza multifractal.

A partir del formalismo planteado en las ecuaciones [3-6] se puede determinar el exponente de
Hurst generalizado para valores de g, en este caso entre (-10,10) y (-6,6).

De acuerdo a la relacion entre el exponente de Hurst y h(q), i.e. h(q :10)—1: H, se podria

encontrar el valor del exponente de Hurst igual a 0.38, la dimension fractal puede ser obtenida
como D, = (2— H) =1.62; para h(q = 6)—1= H , se tiene un valor del exponente de Hurst igual a

0.42 y la dimension fractal es igual a 1.58.

A continuacion se muestran las funciones h(q) y T(q) para los momentos definidos y

posteriormente se obtiene la funcion de escalado de momentos T(q), en donde se observa un

comportamiento multifractal de las series de precipitacion por la fuerte dependencia del exponente
generalizado ( y T(q). Ver figura 2 y 3. Tambien se puede notar que la curva T(q) es convexa,

siendo esto un indicativo de multifractalidad.



Exponente de Hurts Generalizado
0.9
0.8 |
. 0.7
SRR NN
R S S T
.08
5 o
= 04 1 '--n...‘_".__r'_“‘_.‘
03 -
0.2 |
o1 1 e g = (-10,10)
o
-10 5 0 5 10
q
Escalado de Exponente de Masa
,,-l"'.
2 - -
.-—"". :
e
Y -
10 5 o 5 10
— 2
= A
= _.»-‘ 4 -
-
..'v
- -6 -
A
. & - - =(-10,10)
10 -
q

Figura 2.- Funcion h (C]) yT (q) obtenida para la precipitacion y un momento g = 10
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Figura 3.- Funcion h (Q) yT (q) obtenida para la temperatura y un momento ¢ = 6

A partir de la funciones T(q) obtenidas con anterioridad y aplicando la ecuacion [4] correspodiente



a la transformada de Legendre, se genera el espectro multifractal de la precipitacion para los
momentos definidos. Ver figura 4y 5.
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Figura 4.- Espectro multifractal de la precipitacion a partir de la Funcion T (q) y para valores de g =-10, 10
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Figura 5.- Espectro multifractal de la precipitacion a partir de la Funcion T (q) y para valores de q = -6, 6

Los espectros multifractales presentados en las figuras anteriores, representan una funcion concava,
las diferentes partes de la estructura estan caracterizadas por diferentes valores de (e) > lo que lleva

a la existencia del espectro multifractal fa) -

También es importante mencionar que el ancho correspondiente a cada espectro nos proporciona
informacion sobre la variabilidad de la precipitacion.

Cuando la acumulaciéon de puntos en los extremos es de forma concentrada, puede indicar la
existencia de valores extremos lejanos de la media, situacion que puede ser presentada para ordenes
mayores para rangos de (; por otro lado cuando una de las ramas del espectro multifractal es
ligeramente mas corta que otra, es un indicativo de valores homogéneos.



CONCLUSIONES

A partir de la transformada de Legendre, fue posible el analisis estructural de la precipitacion,
mediante la obtencion del espectro de singularidades de la precipitacion. Con respecto al analisis
multifractal se ha mostrado como una herramienta adecuada y eficiente para caracterizar la serie en
estudio. Los espectros multifractales obtenidos en la estacién climatologica Presa Centenario son

simétricos debido a que presentan una distribucion de valores de (OC )y f (OC ) homogénea ya que sus

ramas derechas e izquierdas son de longitudes similares.

Finalmente la teoria multifractal es una herramienta apropiada para el estudio del cambio climatico
debido a que la conceptualizacion de los posibles cambios de los momentos de la precipitacion con
el tiempo se pueden determinar, permitiendo la realizacion de inferencias sobre el comportamiento
de dicha variable en una zona en particular.
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